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Nathalie Pistre, professeur, groupe Ceram, �etablissement d'en-

seignement de la chambre de commerce et d'industrie de

Nice et Côte d'Azur

Ing�enieur expert

Agn�es Merlo, du 1

er

avril au 31 octobre

Chercheurs doctorants

Mireille Bossy, boursier MESR, universit�e de Provence

David Chevance, assistant moniteur normalien, universit�e de

Nice-Sophia-Antipolis
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du 1

er

septembre au 30 novembre

Shigeyushi Ogawa, professeur, Kyoto Institute of Technology,

du 1

er

septembre au 30 novembre

Stagiaires

Herv�e R�egnier, stagiaire de DEA, universit�e de Provence, du

1

er

mai au 31 juillet

2 Pr�esentation du projet

L'action Omega est devenue projet au d�ebut de cette ann�ee. Les th�emes

scienti�ques abord�es par Omega concernent l'analyse math�ematique

et num�erique d'algorithmes probabilistes (m�ethodes de Monte-Carlo,

m�ethodes particulaires stochastiques, m�ethodes ergodiques) pour la

r�esolution approch�ee d'�equations aux d�eriv�ees partielles ou int�egro-

di��erentielles lin�eaires ou non lin�eaires, et pour le calcul de quantit�es

complexes en math�ematiques �nanci�eres. L'outil math�ematique essentiel

est la th�eorie de l'int�egration stochastique, notamment l'interpr�etation

probabiliste de certaines �equations aux d�eriv�ees partielles non lin�eaires.

D'un point de vue algorithmique, Omega s'int�eresse �a l'impl�ementation

des m�ethodes �etudi�ees sur des architectures parall�eles.

En ce qui concerne la partie \analyse num�erique d'algorithmes probabi-

listes", on cherche �a e�ectuer des �etudes d'erreur non asymptotiques,

c'est{�a{dire �a donner des bornes de l'erreur pour des valeurs des
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param�etres num�eriques �x�ees : nombre de particules, pas de discr�eti-

sation en temps, temps d'int�egration, nombre de simulations, etc. Les

probl�emes abord�es concernent essentiellement certaines �equations aux

d�eriv�ees partielles non lin�eaires, en particulier des �equations de la M�eca-

nique des uides (Burgers, Navier-Stokes, : : : ), ainsi que des �equations

de transport ; en outre, certaines �equations lin�eaires servent de pro-

bl�emes de laboratoire pour l'�etude des di�cult�es sp�eci�ques apport�ees

par les conditions-limite, les d�eg�en�erescences des op�erateurs di��erentiels

sous-jacents, les ph�enom�enes de fausses convergences, etc.

En Math�ematiques �nanci�eres, Omega s'int�eresse plus particuli�erement

au calcul num�erique de prix d'actifs complexes (options exotiques par

exemple) ainsi qu'�a la mise au point de mod�eles du march�e et de pro-

c�edures d'estimation param�etrique ou non param�etrique adapt�ees aux

situations �economiques. Omega s'int�eresse aussi au d�eveloppement de

m�ethodes de Monte{Carlo appropri�ees �a certains calculs typiques en

gestion (adossement, risques de d�efaut de tr�esorerie). En�n, Omega �etu-

die certains probl�emes li�es �a la th�eorie de l'�equilibre g�en�eral. Un accent

particulier est port�e sur la confrontation des mod�eles et des r�esultats

num�eriques avec les donn�ees du march�e.

3 Actions de recherche

3.1 M�ethodes probabilistes pour les �equations aux

d�eriv�ees partielles

3.1.1 M�ethodes particulaires stochastiques

Participants : Mireille Bossy, Herv�e R�egnier, Denis Talay

On appelle �equation de McKean-Vlasov les E.D.P. non lin�eaires du type :
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:

La condition initiale U

0

est de type densit�e de loi de probabilit�e. Au sens

faible, la solution U

t

de cette �equation peut être reli�ee �a la loi limite de

particules en interaction faible de dynamique d�ecrite par des \noyaux

d'interaction" b(�; �), s(�; �) et un syst�eme d'�equations di��erentielles
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stochastiques :
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Les r�esultats de \propagation du chaos" montrent que quand le nombre

de particules tend vers l'in�ni, la mesure empirique �

N

(t) converge en

probabilit�e vers U

t

. A partir de cette interpr�etation probabiliste, M.

Bossy et D. Talay ont d�evelopp�e un algorithme d'approximation de U

t

,

fond�e sur la simulation du syst�eme de particules (X

i

t

; 1 � i � N) ; on

approche la mesure initiale U

0

par une combinaison lin�eaire de masses de

Dirac, ce qui donne les positions initiales des particules, qu'on d�eplace

en simulant une (et une seule) r�ealisation approch�ee du syst�eme (X

i

t

; 1 �

i � N), obtenue �a l'aide d'une discr�etisation en temps du syst�eme

di��erentiel stochastique ci-dessus.

L'an dernier, nous avions trait�e le cas des noyaux lipschitziens. Cette

ann�ee, nous nous sommes int�eress�es au cas o�u b(x; y) = H(x � y), H

�etant la fonction de Heaviside : si V (t; x) est la fonction de r�epartition

de la loi U

t

, on v�eri�e que V est solution forte de l'�equation de Burgers
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Nous approchons donc V par la fonction de r�epartition empirique des

particules, et nous avons pu montrer que, comme dans le cas des noyaux

r�eguliers (mais au prix de calculs techniques bien plus lourds), l'erreur

d'approximation en norme L

1

(IR � 
) est d'ordre O(

p

�t + 1=

p

N).

Nous avons ensuite �etendu la m�ethode et l'estimation th�eorique �a des

condition initiales born�ees mais non monotones.

Des essais num�eriques ont �et�e r�ealis�e sur ce cas test, montrant que la

vitesse de convergence th�eorique est en accord avec le comportement

num�erique de l'algorithme et �egalement le tr�es bon comportement de la

m�ethode lorsque que le coe�cient de di�usion tend vers z�ero.

Notre objectif est d'�etendre notre analyse �a certains noyaux singuliers,

ce qui nous permettra d'obtenir des r�esultats attendus sur les m�ethodes

de vortex al�eatoire pour l'�equation de Navier-Stokes incompressible 2-D

�ecrite en terme de vorticit�e. Ainsi, nous avons commenc�e �a explorer le
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cas b(x; y) = �(x � y) : l'�equation de McKean-Vlasov correspondante

est l'�equation de Burgers elle même, si bien que la solution est alors

approch�ee par une r�egularisation de la mesure empirique des particules.

L'�etude de la convergence est en cours.

Durant son stage de DEA, Herv�e R�egnier a commenc�e �a �etudier une

autre famille de m�ethodes particulaires, fond�ees quant �a elles sur la

simulation de processus stochastiques de branchement, ce qui permet de

traiter des �equations de convection-r�eaction-di�usion avec un terme de

r�eaction non lin�eaire (par exemple, un polynôme en la solution).

3.1.2 M�ethode de Monte-Carlo pour des �equations de

transport

Participants : Patrick Seumen Tonou, Denis Talay

Le but est d'e�ectuer l'analyse num�erique d'algorithmes probabilistes

pour la r�esolution approch�ee d'�equations int�egro-di��erentielles associ�ees

�a des probl�emes de transport de particules, en particulier des probl�emes

de transport neutronique. Ce travail s'e�ectue dans le cadre d'une colla-

boration avec l'E.D.F. sur les m�ethodes de Monte-Carlo pour certaines

�equations aux d�eriv�ees partielles.

Les �equations de transport permettent de mod�eliser l'�evolution d'une

population de particules �evoluant dans un champ de forces connu et

subissant des chocs �a des instants al�eatoires. Elles sont du type

@u

@t

(t; x; y) = b(x; y)r

x

u(t; x; y) + c(x; y)u(t; x; y)

+ �(x; y)

�

Z

u(t; x; z)�(x; y;dz)� u(t; x; y)

�

+ s(t; x; y);

avec des conditions aux limites qui peuvent être de type Dirichlet, Neu-

mann ou absorption ; � est une fonction mesurable, born�ee, positive, �a

valeurs dans IR, �(x; y; :) une mesure de probabilit�e et s(t; x; y) est un

terme source. On peut interpr�eter l'�equation ci-dessus de mani�ere pro-

babiliste, �a l'aide d'un processus stochastique dit \de transport" ; u(t)

est �egal �a l'esp�erance d'une fonctionnelle de ce processus. La simulation

d'un grand nombre de trajectoires d'un processus approch�e permet de

calculer l'esp�erance par une m�ethode de Monte-Carlo ; en pratique, on
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discr�etise l'�equation di��erentielle ordinaire

dX

t

dt

= b(X

t

; Y

t

)

o�u (Y

t

) est un processus markovien de sauts mod�elisant l'�evolution

de la vitesse : (X

t

) d�ecrit l'�evolution de la position, et on simule des

trajectoires arrêt�ees ou re�echies sur la fronti�ere.

En dimension 1, pour des probl�emes dans tout l'espace, nous avons

construit un algorithme de calcul de u(t) lorsque la loi des instants de

saut du processus (Y

t

) d�epend uniquement du processus (X

t

) et analys�e

l'erreur correspondante en fonction du pas de discr�etisation en temps. Il

apparâ�t que la vitesse de convergence de l'erreur est d'ordre O(�t).

Par ailleurs, nous avons e�ectu�e une �etude num�erique approfondie

sur quatre cas-tests en dimension 2 propos�es par l'E.D.F. : calcul du

ux scalaire moyen de neutrons par zone. Nous avons pu v�eri�er que

nos r�esultats sont compatibles avec ceux obtenus par les m�ethodes

d�eterministes utilis�ees �a l'E.D.F..

3.1.3 Interpr�etation probabiliste d'�equations aux d�eriv�ees

partielles

Participants : Shigeyushi Ogawa, Bernard Roynette, Denis Talay, Volker

Wihstutz

B. Roynette, en collaboration avec S. Benachour et P. Vallois ont

consid�er�e le probl�eme de Cauchy non lin�eaire

8

<

:

u

t
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1

2

�u = �jruj dans IR

+

� IR

d

u(0; :) = �

o�u � est une mesure de masse totale �nie. Ils ont obtenu une repr�e-

sentation explicite de la solution, par des m�ethodes probabilistes ; cette

formule est \alg�ebrique" lorsque d = 1 et elle est fonction d'un processus

de Bessel lorsque d � 2; elle permet de d�eduire le comportement, quand

t!1, de jju(t; :)jj

p

.

En collaboration avec P. Chassaing et P. Vallois, B. Roynette a �egale-

ment �etudi�e l'existence et le comportement d'une solution �a l'�equation

di��erentielle stochastique

dX

s

= u(s;X

s

)

m

dB

s

; m > 0
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o�u u(s; :) d�esigne la densit�e de probabilit�e de la loi de X

s

. L'int�erêt de

cette �equation tient au fait que u(s; :) satisfait l'�equation des milieux

poreux

(

u

t

= 1=2�(u

2m+1

);

u(s; :)�!

s!0

+

�

;

� d�esignant la loi de X

0

. De même, B. Roynette et P. Vallois ont

repr�esent�e de mani�ere probabiliste la solution de

(F

q

)

@u

@t

= u

q�1

@u

@x

+

1

2

@

2

u

@x

2

; u(0; :) = �

0

et �etudi�e les propri�et�es du processus correspondant. A partir de ces

r�esultats, il est possible de d�evelopper des m�ethodes particulaires sto-

chastiques pour les E.D.P. ci-dessus.

S. Ogawa, D. Talay et V. Wihstutz �etudient quant �a eux le comporte-

ment asymptotique de syst�emes de particules en temps grand, dans le

but de d�evelopper des m�ethodes particulaires pour certains probl�emes

non lin�eaires stationnaires.

3.1.4 Discr�etisation d'�equations di��erentielles stochastiques

Participants : Axel Grorud, David Chevance, Denis Talay

V. Bally (universit�e du Mans et laboratoire de Probabilit�es (Paris 6))

et D. Talay ont �etendu leurs r�esultats pr�ec�edents portant sur l'approxi-

mation de la loi de X

T

par celle de X

n

T

, o�u (X

t

) est la solution of d'une

�equation di��erentielle stochastique gouvern�ee par un processus de Wie-

ner et (X

n

t

) est d�e�ni par une perturbation astucieuse du sch�ema d'Euler

de pas

T

n

: sous l'hypoth�ese que le g�en�erateur in�nit�esimal de (X

t

) satis-

fait une condition d'hypoellipticit�e de type H�ormander, et en utilisant

les outils du calcul de variations stochastique de Malliavin, on a pu �eta-

blir un d�eveloppement asymptotique de l'ecart entre les densit�es de la

loi de X

n

T

et de la loi de X

T

.

Par ailleurs, P. Protter (Purdue University) et D. Talay ont achev�e

leur travail sur l'approximation de solutions d'�equations di��erentielles

stochastiques gouvern�ees par des processus de L�evy assez g�en�eraux :

les r�esultats de l'an dernier sont obtenus sous des hypoth�eses encore

plus faibles sur la mesure de L�evy des sauts ; ceci permet de construire

des m�ethodes de Monte-Carlo e�caces pour certaines �equations int�egro-

di��erentielles.
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D. Chevance a poursuivi son travail sur la discr�etisation des �equa-

tions di��erentielles stochastiques en temps r�etrograde introduites par

Peng et Pardoux, qui fournissent une interpr�etation probabiliste origi-

nale �a certains syt�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles paraboliques

quasi-lin�eaires par exemple, et qui ont un lien naturel avec certains

probl�emes d'�evaluation d'options en math�ematiques �nanci�eres. Le but

est de r�esoudre num�eriquement une �equation di��erentielle stochastique

r�etrograde du type :

p

t

=  (y

T

) +

Z

T

t

f(s; y

s

; p

s

) ds�

Z

T

t

q

s

dW

s

(0 � t � T ) (1)

o�u le processus (y

t

)

0�t�T

est solution de l'�equation di��erentielle stochas-

tique

y

t

= y

0

+

Z

t

0

b(s; y

s

) ds+

Z

t

0

�(s; y

s

) dW

s

(0 � t � T ) ;

la solution (p

t

; q

t

)

0�t�T

�etant adapt�ee par rapport �a la �ltration brow-

nienne. Une telle �equation constitue une interpr�etation probabiliste de

l'�equation aux d�eriv�ees partielles parabolique quasi-lin�eaire

8

<

:

@u

@t

(t; x) + L

t;x

u(t; x) + f(t; x; u(t; x)) = 0; (t; x) 2 [0; T ]� IR

u(T; x) =  (x); x 2 IR

o�u

L

t;x

u(t; x) =

1

2

�

2

(t; x)

@

2

u

@x

2

(t; x) + b(t; x)

@u

@x

(t; x):

L'algorithme d�evelopp�e par David Chevance fournit une approximation

de la solution de cette E.D.P. en nN logN op�erations,N �etant le nombre

de trajectoires approch�ees de (y

t

) simul�ees. En dimension 1, en suppo-

sant notamment la fonction  de variation �nie sur IR et f lipschitzienne,

il a obtenu le r�esultat de convergence suivant :






p̂

n;N

0

� p

0







p

� C

p

�

1

n

+

n

N

�

:

A. Grorud et D. Talay ont poursuivi l'�etude de la vitesse de convergence

d'�equations di��erentielles stochastiques avec condition initiale antici-

pante en collaboration avec P. Vallois (universit�e de Nancy), en utilisant

�a pr�esent la m�ethode dite de grossissement de �ltration pour disposer

d'estimations classiques sur les semimartingales.
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3.2 Math�ematiques �nanci�eres

Participants : Nathalie Pistre, Patrick Seumen Tonou, Denis Talay

3.2.1 Calcul de prix d'options exotiques

Participants : Patrick Seumen Tonou, Denis Talay

Il s'agit d'approcher la quantit�e IEF (X

T

; sup

0�t�T

X

t

) par

IEF (X

n

t

n

; sup

0�k�n

X

n

t

k

), o�u (X

t

) est un processus de di�usion homog�ene

�a valeurs dans IR, (X

n

t

k

) est un sch�ema de discr�etisation de pas

T

n

, et

F (�; �) repr�esente le pro�t que permet l'exercice d'une option lookback

ou d'une option avec barri�ere.

Pour une option de vente lookback, i.e F (x; z) = (z�x)

+

, nous avons ob-

tenu que l'erreur pour le sch�ema d'Euler ou pour le sch�ema de Milhstein

est d'ordre O

�

q

logn

n

�

.

Pour une option avec barri�ere de prix d'exercice K et de barri�ere �xe

c > 0, i.e F (x; z) = (x � K)

+

1

z2I

o�u I = [c;1[ ou I =] � 1; c], en

supposant que (X

t

) est un processus de di�usion lin�eaire (mod�ele de

Black et Scholes), nous avons montr�e que l'erreur est d'ordre O(

q

1

n

)

pour une option up-and-out, i.e I =]�1; c], et d'ordre O

�

q

1

n

� �

�

,

� � 0 pour une option down-and-out, i.e z = min

0�t�T

X

t

et I = [c;1[.

3.2.2 Mod�elisation du march�e

Participants : Nathalie Pistre, Denis Talay

En collaboration avec C. H�enin (CERAM), N. Pistre a �etudi�e les op-

tions dont la valeur �a l'�ech�eance est fonction de la di��erence entre le

prix courant de l'actif sous-jacent �a l'option et le prix d'exercice ; une

�evaluation de ces options a �et�e d�evelopp�ee �a l'aide d'arguments li�es �a

la notion d'absence de dominance stochastique plutôt qu'�a la notion

d'arbitrage, en �evitant donc l'hypoth�ese habituelle, tr�es restrictive, des

march�es complets.

Par ailleurs, N. Pistre et D. Talay ont poursuivi leur travail de mod�eli-

sation du m�ecanisme de transactions boursi�eres.
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4 Actions industrielles

Participants : Mireille Bossy, Agn�es Merlo, Patrick Seumen Tonou,

Denis Talay

Le contrat d'�etude avec l'E.D.F. s'est poursuivi sur le th�eme des

m�ethodes de Monte-Carlo pour certains probl�emes de transport neutro-

nique (en particulier l'�etude de deux cas-tests pour lesquels l'E.D.F. avait

d�evelopp�e des algorithmes d�eterministes) et sur une approche num�e-

rique probabiliste (m�ethode particulaire stochastique) pour l'�equation

de Burgers.

Un contrat avec la Caisse Autonome de Re�nancement, �liale de la

Caisse des D�epôts, a d�ebut�e cette ann�ee. Agn�es Merlo a r�ealis�e des

programmes de calcul num�erique de prix d'options pour des mod�eles

plus complexes que les mod�eles usuels.

5 Actions nationales et internationales

D. Talay est le coordinateur scienti�que et administratif d'un jumelage

de laboratoires, dans le cadre du programme Science de la CEE.

Il est �egalement responsable pour l'Inria d'une collaboration Inria/N.S.F.

sur le th�eme de la convergence en loi des processus stochastiques (le

responsable am�ericain en est P. Protter).

En�n, D. Talay est membre de l'\Editorial Board" de la revue \Monte

Carlo Methods and Applications".

Omega est partenaire du r�eseau H.C.M. \Statistics of Stochastic Pro-

cesses and Martingales" dont J. Jacod (universit�e Paris 6) est le coordi-

nateur.

Le s�eminaire de Th�eorie et Applications num�eriques des processus sto-

chastiques organis�e par D. Talay a accueilli les orateurs suivants : Serge

Cohen (universit�e de Versailles), Jean-Pierre Fouque (Ecole Polytech-

nique), Jean Lacroix (Paris 6), Bernard Lapeyre (E.N.P.C.), Dominique

L�epingle (universit�e d'Orl�eans), Grigori Milshtein (Universit�e de l'Ou-

ral), Etienne Pardoux (universit�e de Provence et I.U.F.).

Le s�eminaire Ceram/Inria de Math�ematiques �nanci�eres organis�e par

N. Pistre et D. Talay a accueilli les orateurs suivants : Renzo Avesani

(Universite de Brescia), Pierre Bertrand (universit�e des Antilles), Nicole
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Beiner (universit�e de Gen�eve), Monique Jeanblanc-Picqu�e (universit�e

d'Evry), Octave Jokung (universit�e de Lille), Robert Kast (GREQE-

CNRS Marseille), Henri Louberg�e (universit�e de Gen�eve), Agn�es Sulem-

Bialobroda (Inria).

Outre V. Wihstutz et S. Ogawa, Omega a re�cu la visite de L. Tubaro

(universit�e de Trento), V. Bally (universit�e du Maine), G. Milshtein

(universit�e de l'Oural), P. Protter (Purdue University).

6 Di�usion des r�esultats

6.1 Actions d'enseignement

6.1.1 Enseignement universitaire

A. Grorud enseigne �a l'universit�e de Provence.

N. Pistre enseigne au Ceram et assure un cours de magist�ere sur la

\th�eorie �nanci�ere appliqu�ee �a la �rme" (universit�e de Bordeaux), ainsi

qu'un cours �a HEC sur la \th�eorie des options appliqu�ee aux choix

d'investissements r�eels".

B. Roynette enseigne �a l'universit�e de Nancy I, notamment un cours de

DEA sur le calcul stochastique.

D. Talay a e�ectu�e les enseignements suivants : \Equations di��erentielles

stochastiques", cours de DEA de Math�ematiques appliqu�ees, universit�e

de Provence (30h) ; \Statistiques et simulation des processus de di�u-

sion", cours de DEA de Probabilit�es (option Finance), universit�e Paris

6 (12h) ; \Calcul num�erique de prix d'options", cours au Mast�ere de

�nance internationale d'HEC (12h).

6.1.2 Jurys de th�ese

B. Roynette �et�e rapporteur de la th�ese de D. Roux (universit�e de

Clermont-Ferrand) et de la th�ese de D. Condorcet (universit�e de Tou-

louse).

D. Talay a �et�e rapporteur de la th�ese d'Y. Rozenholc (universit�e Paris

7) et de la th�ese de X. Zhang (Ecole des Ponts).
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6.2 Participation aux manifestations

M. Bossy a expos�e au Workshop \Stochastics and Finance" (Berlin), au

Colloque \Jeunes Probabilistes" (Aussois), aux s�eminaires de l'E.N.P.C

et de l'universit�e de Provence, et aux journ�ees \Mod�eles stochastiques

pour les E.D.P. non lin�eaires" (Paris 6).

D. Chevance et P. Seumen Tonou ont expos�e au Workshop \Stochastics

and Finance" (Berlin).

A. Grorud a expos�e au Congr�es \Stochastic Analysis" (Silivri, Turquie),

au congr�es \Stochastic Analysis and Random Fields" (Ascona) et �a

l'universit�e d'Orl�eans.

N. Pistre a expos�e au Congr�es de Finance math�ematique et Economie

math�ematique (Tunis), au G.D.R. \Banque et Monnaie" et au Club de

la Bourse de la S.B.F. sur les march�es �emergents.

B. Roynette a expos�e aux journe�es \Mod�eles stochastiques pour les

E.D.P. non lin�eaires" (Paris 6), au Congr�es \Potential Theory and Mar-

kov Processes" (Ascona), �a des s�eminaires des universit�es d'Erlangen,

de Rennes, de Paris 7, au s�eminaire d'Analyse Harmonique en l'honneur

de P. Eymard (Nancy), au congr�es sur le Calcul Stochastique (Metz) et

au S�eminaire de Probabilit�es (Luminy).

D. Talay a donn�e un cours �a l'Ecole d'Hiver de Probabilit�es et Statis-

tiques du Chili, des conf�erences au Colloque \Stochastics and Finance"

(Berlin), au Workshop \Statistics for Stochastic Processes" (Paris 6),

aux journ�ees \Mod�eles stochastiques pour les E.D.P. non lin�eaires"

(Paris 6), et donn�e un expos�e s�eminaire �a l'E.N.P.C.

6.3 Activit�es ext�erieures

� D. Talay a �evalu�e une proposition au \Long Term Research Grants

Program" de l'International Science Foundation,

� D. Talay a �evalu�e un dossier de candidature �a une \tenure" pour

l'universit�e de Fordham (U.S.A.).
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8 Abstract

The activities of Omega concern two di�erent families of problems,

uni�ed by the theory of stochastic processes : the numerical solving

of partial di�erential equations, in particular nonlinear, with proba-

bilistic algorithms (Monte-Carlo methods, stochastic particles methods,

ergodic methods); modelling problems and the computation of complex

quantities in �nancial mathematics.

In 1994, Omega investigated the convergence rate of the distribution of

stochastic particles systems with a degenerate interaction kernel induced
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by the Burgers equation ; we developed and analysed Monte-Carlo meth-

ods for problems of transport equations, in cooperation with the French

power company Electricit�e de France ; we improved our previous results

about the approximation in law of solutions of stochastic di�erential

equations, in particular equations driven by general Levy processes.

In �nancial mathematics, a new evaluation procedure has been intro-

duced for certain options, which does not suppose that the market is

complete, we developed and obtained the convergence rate of a dis-

cretization method for backward stochastic di�erential equations, we

analysed Monte-Carlo procedures to compute european path-dependent

options.
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